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1.1   Дифференциалдық теңдеулер туралы түсінік, олардың реті,   жалпы және дербес 

шешімі, интегралы 

 

Мысалы:    y=sinx функциясы y′′+y=0 теңдеуінің шешімі бола ма?   

Шешімі:  берілген теңдеудегі у белгілі, демек у′′-ті анықтауымыз қажет. 

  у′ =cosx  у′′= - sinx    

y′′, y-ті теңдікке қойсақ: 

  -sinx + sinx =0 

                    0=0  теңдігіне келдік, демек у= sinx берілген теңдіктің шешімі болады. 

Мысалы: y= x2(1+Ce
x

1

) функциясы берілсін, мұндағы С – кез келген тұрақты сан. y 

функциясы х2у+(1-2х)у х2 - бірінші ретті дифференциалдық теңдеуінің     шешімі болатынын 

тексерелік.  

Шешімі:  Берілген функцияның бірінші ретті туындысын табсақ: 

y′= 2x (1+С e
x

1

) +x2 (0+С e

x

1

 (-
2

1

x
))=2x(1+С e

x

1

)-Ce
x

1

 

у пен у′-ті теңдіктің сол жақ бөлігіне қойсақ: 

x2(2x(1+Сe
x

1

)-Сe
x

1

)+(1-2x)x2(1+Сe
x

1

)=2x3+2x3Сe
x

1

-Сx2e
x

1

+x2+Сx2e
x

1

-2x3- 

-2Сx3e
x

1

 =x2 

           x2=x2  

тепе-теңдігіне келеміз, яғни берілген функцияның дифференциалдық теңдеудің шешімі және де кез 

келген бір С тұрақтысынан тұрғандықтан жалпы шешімі деп аталады. 

Мысалы: y=Сex-e-x функциясы xy′′+2y′ =xy -екінші ретті дифференциалдық теңдеудің шешімі 

бола ма? 

Шешімі:  y′ пен у′′- ті табамыз:  

 у′=Сex+e-x  y′′ = Сex-e-x  

y, y′,y′′ -  мәндерін теңдеуге қойсақ: 

x(Сex-e-x) +2(Сex+e-x) = x(Сex-e-x) 

Сxex-xe-x +2Сex+2e-x=Сxex-xe-x 

Сxex- xe-x+2Сex +2e-x-Сxex+xe-x=0    2(Сex+e-x)=0  

Демек, кез келген 2(Сex+e-x)  0   болғандықтан y = Сex-e-x функциясы берілген теңдеудің 

шешімі болмайды. 

1.1.6 Анықтама: Дифференциалдық теңдеудің шешімін анықтау интегралдау есебі деп 

аталады. 

Мысалы: y′′=x 

y′=
1

2

2
С

x
xdx   

y=
21

3

1

2

6
)

2
( СxС

x
dxС

x
  

Мысалы: 2

1
c

x

c
y   функциясы 02

'''
 yxy - екінші ретті дифференциалдық теңдеудің 

жалпы шешімі болатынын тексерелік.  

Шешімі:  
'''

, yy - терді тауып теңдікке қоялық: 

3

1

4

1"

2

1'
22

,
x

c

х

хс
y

x

c
y 


  

000
22

0
22

2

1

2

1

2

1

3

1


x

c

x

c

х

с

x

c
x  

Ал (а)  5
3

),
1


x

y
x

y , (б) y=-1 функциялары  мен с1 мен с2 -нің әртүрлі 

мәндеріндегі дербес интегралдары 

(а) функциясында  с1=1, с2=0 

(ә) функциясында  с1=3, с2=5 

(б) функциясында  с1=0, с2=-1 мәндеріне ие болған. 
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Мысалы:  eydx+ (xey-2y)dy =0 дифференциалдық теңдеуінің хеу-у2=С жалпы интегралы. 

1.1.10  Аудиториялық жұмыстар 

 

у функциясының берілген дифференциалдық теңдеудің шешімі болатынын тексеріңіз, мұндағы С,С1,С2- 

кез келген тұрақты сан. 
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а)   у=Cx2e1/x,   y'+
2

21

x

x
y=1 

ә)   y=  
2

3

1

12

1
CCx  ,  (y'')2=y' 

б)   y=Ce
2

x ,   y'+2xy=x e
2

x  

в)   y=
2

2

1

3

3

1
CxCx  ,   y''= x

x

y


'
 

г)   y=C1ex+C2-x-
2

2
x

,   y''=y'+x 

д)   y=Cx2+
x

1
,   x2dy+(3-2xy)dx=0 

е)   y=C1x2+C2,   xy''=y' 

ж)  y=C(1+x2),   (1+x2)y'-2xy=(1+х2)2 

 

 

1.1.11  Дербес үй жұмыстары 

 

у функциясының берілген дифференциалдық теңдеудің  шешімі болатынын тексеріңіз,  мұндағы С,С1,С2- кез келген 

тұрақты сандар. 

 

 

 

 

 

2.1 Айнымалылары ажыратылатын және ажыратылған  бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер 

 

Мысалы: (xy2+x)dx+(y-x2y)dy=0 дифференциалдық теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешімі:  берілгені 1-ші ретті айнымалылары ажыратылатын теңдеу. Көпмүшеге жіктесек 

0)1()1(
22

 dyxydxyx  теңдеу (6) түріне келеді. Мүшелеп (1-х2) (у2+1)-ге бөлсек 

   0
11

22






dy

y

y
dx

x

x
 теңдеу (7) түріне келеді. Енді мүшелеп интегралдаймыз 

 

 

 

 

 

Демек,                                         -жалпы шешімі. 

 

 

Мысалы. 
y

x
yy

21 
  дифференциалдық теңдеуінің жалпы интегралын анықтайық. 

Шешімі: 

dx

dy
y   екенін біле отырып 

1''',
9

1
ln

0',)

2''',sin2

22',)

0')1''(,ln
4

'1'),1()

12''',3

)lnln1(',)

2cos'4'',
4

2cos
20

1
2sin

10

1

)21(',)

45

231

21

2

21

2

2

2

21

2

41

22

1



























yxyxC
x

Cy

eyxyeCxyã

yctgxyCxCxy

eyeyCeyâ

yyxCxC
x

y

yxxyyxCyá

xyyxxeCCy

yxyxyxey

xyyCe
C

xxy

xyxyxCeya

xx

xxx

x

cx

x

x

0'',sincos

42',12)

66'2'',)(

32',)

1''',cos

0')1(,1)

1''',
1

ln

cos',)

'2'',)
2

2sin
(

')'1(2,
21

2
)

21

2

3

21

22

21

22

23

21

3

21

2



























yyxCxCy

xyyxCeyè

xeyyyexxCCy

yxyyxCxyç

ytgxyCxxCy

xyyxxCyæ

yxyxC
x

xCy

yxyCeyå

ytgxyC
x

xCy

xyyyx
x

Cx
yä

x

xx

tgx

0
11

22  





dy
y

y
dx

x

x

2/ln
2

1

1

)1(

2

1

1

)1(

2

1

2

2

2

2










  C

y

yd

x

xd

Cyx ln1ln1ln
22


)1(1ln

1

1
ln

22

2

2

xCyC
x

y






1)1(
2

 xCy
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y

x

dx

dy
y

21 
  деп жазамыз. 

Теңдеудің екі бөлігін де ydx  -ке көбейтеміз: 

dxxdуy

ydx
y

x
ydx

dx

dy
y

)21(

21

2






 

Мүшелеп интегралдайық: 

 

 

 

-жалпы интегралы. 

 

 

 

Мысалы.   у  Sinx=ylny,                     Коши есебінің шешімін 

анықтаңыз. 

Шешімі:  

а) жалпы шешімін ізделік: 

ydxySinxdy

yy
dx

dy
Sinx

ln

ln




 

Теңдеудің екі бөлігін де 0ln  yySinx  бөлелік: 

Sinx

dx

yy

dy


ln
 

Мүшелеп интегралдайық 

 

 

 

 

 

 

 

 

- жалпы шешімі. 

ә) С тұрақтысын анықтайық. Ол үшін берілген бастапқы 

ey
x




2

  шартын қолданамыз. Шарттың 

берілгендерін табылған жалпы шешімге қоямыз. Сонда 

 

 

 

-тұрақтының мәні. 

 

б) ізделінді c=1 тұрақтысын жалпы шешімдегі орнына енгізе 

отырып 

 
2

x
tg

ey  -дербес шешімге ие боламыз. 

 

2.1.2 Аудиториялық жұмыстар 

 

Теңдеу түрін анықтап, жалпы интегралын немесе жалпы шешімін және бастапқы шарт берілгендері үшін оны 

қанағаттандыратын дербес                шешімін табыңыз. 

а)   xyy'=1-x2         (жауабы: x2+y2=lnCx2) 

xx
y

C

Cxx
y

dxxdуy





 

2

3

2

3

2

3

3

)21(

2

2
ln

ln
2

lnlnln

ln
2

ln
ln

)(ln

x
tgc

ey

C
x

tgy

C
x

tgy

C
x

tg
y

yd











1

4






cee

ee

c

tgc


ey
x





2
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ә)  
2

1 y dx+y
2

1 x dy=0       (жауабы: 
2

1 y =arcsinx+C) 

б)   y'tqx-y=a         (жауабы:  y=Csinx-a) 

в)  y'+
2

2

1

1

x

y




=0       (жауабы: x

2
1 y +y

2
1 x =C) 

г)   xy'+y=y2        (жауабы: Cx=(y-1)/y) 

д)  e-s(1+
dt

ds
)=1         (жауабы: et=C(1-e-s) 

е)  y'=10x+y        (жауабы: 10x+10-у=C) 

ж)   y'+sin
2

yx 
= sin

2

yx 
       (жауабы: ln

2
sin2

4

x
C

y
tq  ) 

з)   y'=
2

2

1

1

x

y




;   y 1

0


x
   (жауабы:  y=(1+х)/(1-х)) 

и)  sinycosxdx=cosysinxdx;   y
4

0




x
    (жауабы:  соsx= 2 cosy)  

 

2.1.3 Дербес үй жұмыстары 

 

Айнымалылары ажыратылған дифференциалдық теңдеулерге есептер.  

Теңдеу түрін анықтап, жалпы интегралын немесе жалпы шешімін және  бастапқы шарт берілгендері үшін оны 

қанағаттандыратын дербес шешімін табыңыз: 

    а) (х+1)3dx- (у-2)2 dx=0;      

        y-xy'=b(1+x2y');   y 1
1


x
  

  

    ә) sec2xsecydx=-ctgxsinydy 

         xyy ln2 ,   у(е)=1 

 

     б) 0)(  yyxxy  

         
2

yyyx  ,   у(1)=1/2 

      

     в) 032
2




y
yxyx

 

         
yx

eyye  )1( ,  у(0)= 0 

г) 20xdx-3ydy=3x2ydy-5xy2dx 

        0 yсtgхy ,  у(0)= -1 

    

    д) у'=(1+у2)/( 1+х2) 

           02)1(
22
 xyyx ,  у(0)=1 

     

    е) 0
2

 yyx  

       02)(
222

 dyxaxxdxya ,  (а)=0 

 

     ж) у-ху'=а(1+х2у')  

          1)2(  yyx ,  у(0)= -1 

       з) 0)1(  xyyxyx  

          0)1(
22

 dxedyye
xx

, у(0)=1 

 

      и) sinxsinydx+cosxcosydy=0 

         xyxyyx 
22

1)1( ,   у(0)=1 

 

 

2.2  Бірінші ретті біртекті дифференциалдық теңдеулер 

Мысалы: Теңдеудің жалпы шешімін табыңыз:   xdy=(x+y)dx 

Шешімі: Берілген теңдікті  









x

y
y '  түріне келтіреміз 

                   



x

yx
ydxyx

dx

dy
x '     

x

y
y  1'   

uxuyu
x

y
 '',  ауыстыруын соңғы теңдікке қойсақ: 

u′x+u=1+u 

u′x=1 / : x 

                  

   

 

                                                                                                

C

e
x

C

e
xCxeCxuCxu

Cxu

x

y

u

u




ln

lnln

 
x

dx
du

xdx

du

x
u

11
'



 8 

 - жалпы шешімі. 

 

Мысалы: Коши есебін шешіңіз: 

                 ,0
22

 xdydxyxy    y/x=2=4 

Шешімі:  a) Жалпы шешімін ізделік: 

                     

 

dx

dy

x

y

dx

dy

x

yxy

xdxxdydxyxy

x

y















2

22

22

1

:/

    

 (10) ауыстыруын соңғы теңдікке қоялық 

2

2

2

2

1

1

'1

'1

ux

dx

dx

du
xu

xuu

uxuuu









 

 



2

1 u

du

x

dx
     мұнда интегралдар кестесінен білу қажеттігін ескертеміз 

Caxx

ax

dx





22

22

ln  

 

 

 

 

                                   

  

 

 

-  жалпы шешімі 

 

ә) x=3,  y=4 екенін  біле отырып С-тұрақтысын 

есептелік 

191694
9

 C
C

y

С
 

б) Анықталған С тұрақтысын жалпы шешімге қойсақ: 

222
yxyx    - дербес шешімі. 

 

2.2.2 Аудиториялық жұмыстар 

 

Теңдеудің түрін анықтап, жалпы шешімін (интегралын) және                                     дербес шешімін 

табыңыз: 

          а)  2'
2

2


x

y
y                                (жауабы: 

32
Cx

xy

xy





) 

                023
22

 xydxdyxy ; у/х=0=1           (жауабы: 
322

yxy  ) 

 

          ә) ''
22

yxyyxy                           (жауабы: x

y

eCy 
1

) 

              xdy-ydx=ydy , y(-1)=1                           (жауабы:  yyx ln1    

 

C
x

yxy
x

Cuux

Cuux

22

2

2

1

ln1lnln








22

2

yxy
C

x

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          б) 
x

y

x

y
y '                           (жауабы: x

y

eCx
2

1
 )  

                
222

'2 yxyx   ; у/х=1=0         (жауабы: 
x

x
xy

ln1 

  ) 

           в) 
22

2
'

уx

хy
y


                            (жауабы:х2+у2=Су)  

               
22

' ухуxy   у/х=0=1     (жауабы: х2=0 және х2=4-4у) 

          г)  х
x

y
уLny '                               (жауабы:у=хе1+Сх)  

              (3у2+3ху+х2)dx=(x2+2xy)d; у/х=1=0       (жауабы: (x+y)2=x3e1-x/(x+y)) 

 

2.2.3 Дербес үй жұмыстары 

 

Теңдеудің түрін анықтап, жалпы шешімін (интегралын)                                                 дербес шешімін 

табыңыз: 

 

    а)   02
22

 xydydxyx                           

       ,24'
2

2


x

y

x

y
y   у/х=1=0        

 

   ә) 
y

x
yxyy ln'                             

        ,1010'3
2

2


x

y

x

y
y  у/х=1=0   

 

  б)   0
22

 dyyxxydx    

        

         ,07  xdydxyx  у/х=1=0    

 

   в) ''
22

xyyyxy     

        

        ,8 dxyxxdy   у/х=1=0    

 

    г)  223
2'2 yxyyx                            

   

       yyxxy 
22

3'  , у/х=1=1  

 

     д) 
22

23

2

23
'

xy

yxy
xy




   

          

         
;

2
'

2

2

xyx

yxy
y






 у/х=1=0          

     е) 
x

y
xtgyxy '                          

        3'
2

2


x

y
y , у/х=1=0 

     ж) 
х

у

у

х
y '                          

        y 02

2









y

dx

dy
x

dx

dy
, у/х=0= 5  

     з) 
ух

ух
y




'                          

        x
x

y
arctgyху  )'( , у/х=1=0 

     и) 
х

у
ey x

y

'                          

         

          
22

22

2

2
'

xxyy

xxyy
у




 ,   у/х=0= 5
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2.3 Толық дифференциалдық теңдеулер 

Мысалы:  (ex+y+Siny)dx+(ey+x+xCosy)dy=0 толық дифференциалды теңдеуін шешіңіз. 

Бірінші әдіс:     Коэффиценттерді белгілеп, шартының орындалуын тексерелік: 

P(x,y)=ex+y+Siny    және     Q(x,y)=ey+x+xCosy 






y

P
(ex+y+Siny)yx=const=0+1+Cosy=1+Cosy 






x

Q
(ey+x+xCosy)xy=const=0+1+Cosy=1+Cosy 






y

P
 




x

Q
 берілген теңдеу толық дифференциалды теңдеу. 

U(x,y)=C жалпы интегралын іздейік. 

U(x,y)=  P(x,y)dx+ (y)=  (ex+y+Siny)dx+ (y) = ex+yx+xSiny+ (y) 






y

u
(ex+yx+xSiny+ (y))yx=const=0+x+xCosy+ (y) 

x+xCosy+ (y)=Q(x,y) 

x+xCosy+ (y)=ey+x+xCosy 

 (y)=ey 

 (y)=  eydy=ey+с1 

U(x,y)=ex+xy+xSiny+ey+ с1 

ех+yx+xSiny+ey+ с1= с2 

eX+yx+xSiny+ey=C – жалпы интегралы. 

Екінші әдіс:        yxU ,  функциясының сондай-ақ 

   dyyxQdxyxPU
o

y

yo

x

xo

,,    

немесе               (16) 

   dyyxQdxyxPU
y

yo

x

xo
o   ,,     

өрнектері арқылы есептеуге болады. 

Мұндағы     yxQyxPyx
oo

,,,,   функцияның анықталу облыстарына тиісті сандар. 

    odyxCosyxedxSinyye
yx

  

теңдеуін 2-ші әдіспен шешіп көрейік: 

  SinyyeyxP
x

,            xCosyxeyxQ
y

,  

ox
o
   1

o
y  

      dyyxQdxyxPU
y

yo

x

xo

,,     cdyxCosyxedxSine
y

y
x

o

x
  1

11  

   
11

1 СxSinyxyexSinxe
yyx

o

x
  

       
1

1
111 сxSinxeyxSinxyeoSinoexSinxe

yox
  

1
111 сxSinxeyxSinxyexSinxe

yx
  


eсxSinyxyee

yx
 1

1  

CyxSinxyee
yx

   - жалпы шешімі 

Үшінші әдіс:  Бірінші ретті толық дифференциалық теңдеулерге келтірілетін теңдеулер. 

x

Q

y

p









   болғанда кейбір жағдайда  (11) теңдеуін толық дифференциалдық теңдеулерге келтіруге 

болады. 

Бұл үшін интегралдаушы көбейткіш  yxM ,   деп аталатын функцияларға көбейту қажет. 

1)       

Q

х

Q

у

р









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функциясы тек х-тен тәуелді болса: 

 

 

                                                                          (17) 

 

2)    функциясы тек у-тен тәуелді болса: 

 

                      

             (18) 

 

түрінде алынады. 

Мысалы:  0 хdxLnxdyydx  

  0 xdydxLnxу  

  LnxуyхР ,       хyхQ ,  

  1' 




 constху
ILnxу

у

р
 

  1' 




 constу
х

х

Q
 

х

Q

у

р









 

ххQ

х

Q

у

р

211
















  -тек х-тен тәуелді, демек (17) өрнегімен интегралдаушы көбейткішті табамыз:   

 

 

 

2

1

х
М    

  0
1

ln
1

22
 dy

х
xdxxу

х
 



0
1ln

1
1

22









 dy

х
dx

х

x

х

у

Q
Р



 

2

1
1

ху

Р





       

2

1
1

хх

Q





 

        







  уdx

х

x

х

у
уdxyхРyхU 

221

ln
,,     уdx

х

x

х

у


2

ln










х
v

х

dx
dv

х

dx
du

xu

1

ln

2

 

   у
х

dx
x

хх

у


2
ln

1
 у

х
x

хх

у


1
ln

1
 

   у
х

у
х

x
х

у

у

u

constх
y '

11
ln

'
 














  

dx
Q

х

Q

у

р



































еМ 

dy
Р

у

р

х

Q



































еМ 

р

х

Q

у

р










ем  2

2lnln2 12 2

х
хee

х

xх

dx











 


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   yхQу
ху

u
,'

1

1





  

     
1

0'
1

'
1

суу
х

у
х

   

  С
х

x
хх

у
сс

х
x

хх

у
yхU 

1
ln

11
ln

1
,

21  

у+lnx+1=cx жалпы шешімі 

2.3.2 Аудиториялық жұмыстар 

 

Берілген теңдеулер түрлерін анықтап, оның шешілуін екі әдіспен де көрсетіңіз. 

а)  0
sin

1
2sin

2

22

































dyx

y

x
dx

y

xy
     Жауабы:    C

y

x
yx 

2
sin

1  

ә)     012  dyxedxyex
xyxy

     Жауабы:  Ceyx
xy


2

 

б)       0cossin  dydxyxxdxyx      Жауабы:    Cyxx sin  

в)   0ln
3

 dyxydx
x

y
      Жауабы: Cyxy 

4
ln4

г)   012
22

 dyyxdxyxx      Жауабы:    Cyxx  2

3

22

3

2
 

 

Төмендегі теңдеулердің интегралдаушы көбейткішін тауып, кейіннен  жалпы шешуін табыңыз. 

а)   023
22

 xydydxyx    Жауабы:  
232

4
;

1
xCxy

x
M   

ә)   0cossin  xdydxex
y

           Жауабы:  xCxeeM
yy




cos;  

б)     0lncossin
2

 dyxxyxdxyyx     Жауабы:  Cxyyx
x

M  lnsin;
1

 

в)   0
2

 xdydxyx             Жауабы:  C
x

y
x

x
M  ;

1

2
 

г)    0sin2
2

 dyyxxtgydx           Жауабы:  CyyxyM  2cos
2

1
sin;cos

2
 

 

2.3.3 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген теңдеулер түрлерін анықтап, оның шешілуін екі әдіспен де көрсетіңіз. 

а)   dy
y

x
ydxyx
















3

2
2ln13    Жауабы:  Cyyxx 

233
ln  

ә)   0272
322

 ydyxdxyx      Жауабы:  Cxyx  7
23

 

б)    dyexedxyee
xyxy

 23           Жауабы:  Cyxyexe
xy

 23  

в) dy
xy

yx
dx

yx

yx
x

2

22

2

22

2















 
           Жауабы:  Cxyyxyx 

223
 

г) dx
yx

y

yx

xdy




















1

2222
   Жауабы:  C

x

y
arctgx 

д)   0)2(2
2323

 dyухуdxхуx       Жауабы:  х4-х2у2+у4=С 

е) еуdx+(xey-2y)dy=0         Жауабы:  хey-у2=С 
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ж) yxy-1dx+xylnxdy=0         Жауабы:  хy =С 

з) dx
x

xdyydx

yx

ydyxdx

222







     Жауабы:  C

x

y
yx 

22

и) (1+х
22

yx  )dx+(-1+
22

yx  )ydy=0  Жауабы:  Cyxyx 
2322

2

1
)(

3

1
 

 

Төмендегі теңдеулердің интегралдаушы көбейткішін тауып, кейіннен  жалпы шешуін табыңыз. 

а)   0ln
3

 dyxydx
x

y
   Жауабы:  C

y

xy


ln

2

2

 

ә)   01  xdydxxyy   Жауабы:  C
y

x
x 

22
 

б)   0
22

 ydydxye
x

           Жауабы:    xx
exCyeM

222
2; 



 

в)   0sin31
2

 xctgydydxyx   Жауабы:  Cx
y

x

y
M 

3

sin
;

sin

1  

г)   01
2

 dyyxdxy               Жауабы:  Cyxy
y

M  ln;
1

 

д) (x2+y)dx-xdy=0              Жауабы:  C
x

y
x

x
M  ;

1

2
 

е) (x2+y2+2x)dx+2ydy=0     Жауабы:  (x2+y2)ex=C 

ж)(xCOSy-ySiny)dy+(xSiny+yCosy)dx=0   Жауабы:  (xSiny+yCosy-Siny)ex=C 

 

2.4 Бірінші ретті сызықтық дифференциалды теңдеулер 

 

Мысалы:  у′-
2

2

xx

y
  

Мұндағы P(x) =-
2

2
)(,

1

x
xQ

x
     

(22´) алмастыруын берілген теңдеуге қоялық: 

2
x

2

x
'' 



uv
uvvu

 

2

2
)

x

v
u(v'-vu'

x


 

Екі айнымаларымен ажыратылатын теңдеулерге  келтіреміз: 

 

(а)                                                                     

 

(б) 

 

(а)                        (б)                                                                    

  

 

 

 

 

 

 

 

 
















2
x

2
-vu'

0'
x

v
v

х

dx

v

dv

x

v

dx

dv






x

v
v'

xvхv

х

dx

v

dv



 

lnln

dx
х

du

хdx

du

х
xu

3

3

2

2

2

2
'







 







с

x
dxхu

2
22

2

3

с
x

u

с
x

сxu






2

2

2

1

1
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хс
х

uvy )
1

(
2
  - жалпы шешімі. 

2-әдіс:  Еркін тұрақтыны вариациалауды қолдану. 

Жоғарыдағы  
2

2
'

хх

y
y    мысалын қарастыралық. 

0' 
х

y
y   біртекті теңдеу түріне келтіреміз. 

  
x

dx

y

dy

x

dx

y

dy

x

y

dx

dy
 

 

 

Мұндағы с=с(x)  деп белгілейік: 

)()(''

)(

xcxxcy

xxcy




 

Берілген бастапқы теңдеуге қойсақ: 

2

2

2
)('

2)(
)()('

x
xxc

xx

xxс
xcxxс





 

3

2
)('

x
xc   




 



1

2

3
2

2
2)( с

x

x

dx
xс

121

2 1
с

х
сx 


 

)
x

1
x(

1
)(

12

1

2

сy

с
х

хс





 -жалпы шешім. 

3-әдіс:   Берулли теңдеуін шешу жолына  тоқталайық. 

Мысалы: xxyyxy :/
2

  

2
' y

х

y
y   







y
yyzyz

nxQ
x

xP

n 1

.2,1)(,
1

)(

1211

z
y

y
z

11
  

)()1()()1(' xQnzxPnz   

1)21(
1

)21('  z
х

z  

 1'
x

z
z сызықтық теңдеу. 

''' uvvuzuvz       алмастыруын  теңдікке қоямыз: 

xcy

схy

сxy







lnlnln

lnln
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1)'('

1''





x

v
vuvu

х

uv
uvvu

 

 

(а) 

(б)  

 

 

(а) 

 

 

(б)       1'vu  

 

xcu ln      z=uv =x(c-ln x)  





)ln(

1

z

1

xcx
y    жалпы шешімі. 

 

2.4.3 Аудиториялық жұмыстар 

 

Сызықтық теңдеулерді  екі әдіспен шешіңіз: 

а)  y'+ 1
21

2



y

х

х
   жауабы: у=Сх2е1/х+х2 

ә) y'+2xy=x 
2

х
e


    жауабы: у= )2/(

2
2

хCe
х

  

б)  y'=
xyyy

y

ln2
  жауабы: x=ylny+C/y 

в) y'+ay= mx
e    жауабы: у=        егер m-a 

    егер m=-a 

 

г) 2уdx+(y2-6x)dy=0  жауабы: y2-2x=Cy3 

 

д) x(y'-y)=(1+x2)ex  жауабы: y=ex (ln|x|+x2/2)+Cex 

 

Бернулли теңдеуін шешіңіз: 

а) y'+ 0
1

2



y

х

у
   жауабы: y=1/(1+х)[C+ln|1+x|] 

ә) yn-1(ay'+y)=x    жауабы: nyn=Ce-nx/a+nx-a 

б) xdx=( dyу
у

х 3

2

 )   жауабы: x2=y2( C- y2) 

в) y'-ytgx+y2Cosx=0   жауабы: y(x+C)=Secx 

г) y'+
xCOS

у

х

у

2

22
    жауабы: y=

2
)

||ln
( tgx

х

COSxC



 

д) xy'-4y-x2 у =0   жауабы: y= ||ln
4

2

4

Cx
х

 

 

2.4.4 Дербес үй жұмыстары 

 

Сызықтық теңдеулерді  екі әдіспен шешіңіз: 













1'

0'

vu

x

v
v


x

v
v ' 

х

v

dx

dv


хv

dv dx
xvхv

х

dx

v

dv
  lnln

 cxu ln 
х

dx
du

хdx

du 1


х
u

1
'


,

am

e
Ce

mx

ax






,)(
mx

eхC 
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а) y'+2xy=2x2 
2

х
e


 

ә) y'+2y=4x 

б) y'+ y =cosx 

в) y'= 
2

2

1

ух 
 

г) y'-y ctg x=sin x  

д)  x'-
у

yln1

у

x3 
  

е) y'+ 
2

52

х

х 
  y=5 

ж) y'-  )1(
2




хe
x

y х
 

 

з) y'-cos x y =
2

1
 sin 2 x 

и) y' -3x2y = 
3

)1(
32

xx 
  

 

Бернулли теңдеуін шешіңіз: 

а) y'+2 x y =2 x3 y3 

ә) x'-
х

у
х

у


1
 

б) x y'+ y = y2 lnx  

в) y'+
2

2

1 
 у

хх

у
 

г) y'+ x y =
х

e (x-1)y2 

 

д) y'+tgx y = 
3

2
  Sinxy4 

е) 2(y'+ x y) =
х

e (x-2)y2 

 

ж) 4y'+ x3y = 
х

e
2

(8+x3)y2  

з) y'-y=2xy2 

и) 2x y'-3y = -(5x2+3)y3 

 

    

 3.1 Кейбір реті төмендетілетін дифференциалдық теңдеулер 

Мысалы: xу
IV 2

cos  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз: 

Шешімі:теңдеудің екі бөлігін dx-ке көбейтіп интегралдайық: 

1

2'''
)

2

2sin
(

2

1
)21(

2

1
cos с

x
хdxxсosхdxу    

сол әрекетті қайталап: 

43

2

2

3

1

4

32

2

1

3

32

2

1

3

21

2

'

2632

2cos

48
)

216

2sin

12
(

216

2sin

12
)

8

2cos

4
(

сxс
х

с
х

с
xх

dxсхс
х

с
xх

у

схс
х

с
xх

dxсхс
xх

у








 

Жауабы:
43

2

2

3

1

4

2632

2cos

48
схс

х
с

хсxх
у   ізделінді жалпы шешімі. 

 

3.1.2 Аудиториялық  жұмыстар 
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Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңдар:  

а) 
х

еу
2'''

                                Жауабы: 
32

2

1

2

8
схсхс

е
у

х

  

ә) хху sin
''
                           Жауабы: xxсх cos2sincy

21
  

б) 1)0(,2)0(;3
'2''

 уyхy    Жауабы: 844
4

 хxy  

в) xху sin
''

                              Жауабы: 
21

3

sin
6

схcx
х

y   

г) xу ln
''
                                     Жауабы: 

21

2

3

2
ln

2
схсx

х
y 










  

д) 
х

у
1

'''                                       Жауабы: 
32

2

1

2
ln схсхсхxy   

е) xу 2cos
'''
                                  Жауабы: 

32

2

1
2sin

8

1
схсхcxу   

ж) 
3

'' 2

х
у                  Жауабы: 

21

1
схс

х
у   

з) arctgxу 
''

      Жауабы: y=

2

arctgx (x2-1) - 

2

x ln(1+x2)+c1x+c2    

и)  xeу

x

3cos3 2''
               Жауабы: 

21

2

1

3
9

1
12 схсxCOSеу

х

  

 

2) 0),...,,,(
)()1()(


 nкк

ууyxF ,  у-қатыспаған жағдай      (26)          

zу
к


)(

- ауыстыруы арқылы теңдеудің ретін төмендетуге болады. 

')1(
zу

к



 

.................

")2(
zу

к




 

)1( 


nn
zу  

Мысалы: хуу 
'"

 теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз: 

Шешімі: zyzу 
"'

,   ауыстыруын енгізсек: xzz 
'

 - сызықтық теңдеу. Бұл теңдеу 

түрін шешуде 
'''

, uvvuzuvz   белгіленуін пайдаланатынбыз;  яғни осы берілгенді сызықтық 

теңдеуге қоямыз: 

xvvuvu

xuvuvvu





)(
''

''

 

1

1

1

'

''

*

)(u                         )(0

сеxedxехе

ev

dxedv

d хdU

хU

Udx
v

dv

dxхеdudx
v

dv

dx
е

х
du

v

dx
v

dx

dv

хе
dx

du
vv

бxvаvv

хххх

ч

ч

х

х

х































 

 

Демек z=uv болғандықтан, әрі 
'

yz   екенін ескерсек: 
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хххххх
есхесехесехеу

111

'
1))1(()( 


 

у-ті табу үшін екі бөлігін де интегралдау қажет: 

21

2

1

2
)1( сесх

х
dxесху

хх
   

Жауабы: 
21

2

2
сесх

х
у

х
  

 

3.1.3 Аудиториялық жұмыстар 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңдар: 

а) xy=y         Жауабы: y=c1x2+c2         

ә) y= y+x      Жауабы: y=c1ex+c2-x-
2

x
 

б) y=
x

y 
+x      Жауабы: y=

3

1
x3+c1x2+c2 

в) (1+x2) y+( y)2+1=0    Жауабы: y=(1+c1
2)lnx+c1- c1x+c2 

г) xy= yln
x

y 
               Жауабы: y=(c1x-c1

2)e
1

С

х

1



  +c2 

 

3.1.4 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген теңдеулердің жалпы немесе дербес 

шешімдерін табыңдар: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3)  f(y,y′,y′′,...,y(n))=0 ,                                                                               

(27)  

x- қатыспаған жағдай 

у′=z  ауыстыруын енгіземіз, келесі туындылардың табылу 

реті: 

у′′=z′= 
dy

dz
z

dz

dz
у

dx

dy

dy

dz

d уdx

d уdz

dx

dz


'

:

:
 

))((
2

2

2

'''

dy

dz

yd

zd
zzу  т.с.с. жалғасады. 

Мысалы: 02)(
''2'
 ууу     теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешімі:  
''''

, zzyzу     ауыстыруын берілген теңдікке қойсақ: 

2

2

2'

'2

2
*2

2

02

уz

dy
z

dy

dz
уz

zуzz

уzzz







 

 

 

2'''

''

''

''2

'

''

)(1)

0')1()

0')3()

3)0(,1)0(,2)1('')

1)2(',1)2(),1(
1

)

ууг

уухв

уухб

уухуху

уухх
х

у
уа














хууи

х

у
ухуз

уухж

х
х

у
уе

уухуухуд











'''

'

'''

2'''2

'

''

'3''''

)

ln)

01)()1()

)

0)1(,1)1(,)()
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3.1.5 Аудиториялық жұмыстар 

 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңыз: 

а) (y)2= y     Жауабы:  y=
12

1
(x+c1)3+c2 

ә) 1+( y)2=2y y    Жауабы:  (x+c2)2=4c1(y-c1) 

б) (y)2+2y y=0    Жауабы:  y=c1(x+c2)  

в)  a2 y-y=0    Жауабы:  y=c1e +c2e  

г)  y=
y4

1
     Жауабы:  x=

3

4
(y -2c1) cy  1 +c2 

д)  yy+(y)2=1    Жауабы:  (x+c2)2-y2=c1 

е)  yy=(y)2    Жауабы:  y=c1ec2x  

ж) y(1-lny) y+(1+lny)( y)2=0  Жауабы:  (x+c2)lny=x+c1 

з)   2yy-3(y)2=4y2   Жауабы:  ycos2(x+c1)=c2 

 

3.1.6 Дербес үй жұмыстары 

 

 Берілген теңдеулердің жалпы/ дербес шешімдерін табыңыз 

                  

y

yè

yyyyç

y
y

yæ

yyyå

yyyä

4

1
)

4)(32)

0)(
1

2
)

1)()

0)(2)32()

22

2

2

2














 

 
 

yyyyxF
n

.0),,,,,()4            (28) 

 

      

3)0(,0)0(,0)(2)

)()

)

00,
2

1
0,

2'1)

3

42

32

2











yyyyyã

yyyyâ

bayyá

yyyyyy

yyyà

 

 

 

  3

2

2

3

2

2

3

2

1

21

2

3

21

2

3

1

2

1

2

1

2

1

1

2

1

1

2

1

1

1

2

3

2

3

3

2

*

,

lnln
2

1
ln

2

cxcy

cõcy

cxcy

cxcy

dxcdyy

y

dx
yc

dx

dy

ycy

yzycz

cyz

y

yd

z

dz





























 

 









екенін ескерсек 

- ізделінді жалпы шешімі 
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у, у′, у″, ... туындыларына  қарағанда  біртекті теңдеу берілген жағдайда уу′=р, (у′)2=р, ху′=р,  p
y

y



  

ауыстыруларының көмегімен теңдеуді ықшамды түрге келтіруге тырысу қажет. Мұндай жағдайда 

қарапайым түрлендірулер жасап толық туынды болатындығына көз жеткізуіміз қажет. 

Мысалы: уу″-(у′)2=0 теңдеудің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешімі: у2-қа бөлсек 

2111

11

2

2

2

ln

0

,

0

cxcydxc
y

dy
c

ydx

dy

c
y

y
cpp

y

y

y

y

y

yyyy
pp

y

y

y

y

y

y




















 























 




 

 

Жауабы: 21
cxc

ey


 - жалпы теңдеуі. 

 

3.1.7 Аудиториялық жұмыстар 

Келесі теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз. 

                 Жауабы: y2=c1x4+c2 

                 Жауабы: y=lnc1xc1/c2-xc1       

                 Жауабы: y=√1/3x3+c1x+c2 

 

Жауабы: y=c1x+c2/x 

            

Жауабы: y=c1xec2/x 

  

   д)  yy"=y'(2√yy'-y')                     Жауабы: ln|y+c1|+c1/y+c1=x+c2 

 

3.1.8 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген бастапқы шарт бойынша дербес шешімін табыңыз: 

а) yxxy  2)1(
2

  1
0


x
y  3

0


x
y  Жауабы: 13

3
 xxy  

ә) 0)(
2

 yyxyx     2
2


x
y   1

2


x
y  Жауабы:  

4
ln2

2
x

x   

б) 
y

x

x

y
y







2

 0
2


x
y  4

2


x
y  Жауабы: 

5

16
2

5

2 2
 xxy  

в) 
2

32 yy   1
2


x
y  1

2


x
y   Жауабы:  

2
)4(

4




x
y  

г) ;)()(
32

yyyy    1
1


x
y  1

1


x
y   Жауабы:  )ln(2 yxy    

д) ;1
3

yy  1
1


x
y  0

1


x
y   Жауабы:  

2
2 xxy   

е) ;1
34

 yyy 2
0


x
y  

2

2

0


x
y           Жауабы:  

x
ey

2
1   

ж) 
y

ey
2

  0
0


x
y  1

0


x
y           Жауабы:  xy  1ln  

з) )1()(  yyy  2
1


x
y  1

1


x
y           Жауабы: 

x

x
y

1
  

и) 
34

)( yxyyx   1
1


x
y  1

1


x
y           Жауабы:  xy    uxy   ауыстыруын   

                     енгізіңіз 

xyyyá

eyyx

yyyxyxyà

y







2

2

)()

)1(26)

3)()

0)

0
1

)

2

2

2

2

2













y
dx

dy
x

dx

yd
yxã

x

y
y

x
yâ
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к) 1 yyxy  1
0


x
y  0

0


x
y           Жауабы:  

1
2

1 2

2



x

ey  

 

 

3.2 Жоғарғы ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулер 

Мысалы: xу
IV 2

cos  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз: 

Шешімі:теңдеудің екі бөлігін dx-ке көбейтіп интегралдайық: 

1

2'''
)

2

2sin
(

2

1
)21(

2

1
cos с

x
хdxxсosхdxу    

сол әрекетті қайталап: 

43

2

2

3

1

4

32

2

1

3

32

2

1

3

21

2

'

2632

2cos

48
)

216

2sin

12
(

216

2sin

12
)

8

2cos

4
(

сxс
х

с
х

с
xх

dxсхс
х

с
xх

у

схс
х

с
xх

dxсхс
xх

у








 

Жауабы:
43

2

2

3

1

4

2632

2cos

48
схс

х
с

хсxх
у   ізделінді жалпы шешімі. 

 

3.1.2 Аудиториялық  жұмыстар 

 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңдар:  

а) 
х

еу
2'''

                                Жауабы: 
32

2

1

2

8
схсхс

е
у

х

  

ә) хху sin
''
                           Жауабы: xxсх cos2sincy

21
  

б) 1)0(,2)0(;3
'2''

 уyхy    Жауабы: 844
4

 хxy  

в) xху sin
''

                              Жауабы: 
21

3

sin
6

схcx
х

y   

г) xу ln
''
                                     Жауабы: 

21

2

3

2
ln

2
схсx

х
y 










  

д) 
х

у
1

'''                                       Жауабы: 
32

2

1

2
ln схсхсхxy   

е) xу 2cos
'''
                                  Жауабы: 

32

2

1
2sin

8

1
схсхcxу   

ж) 
3

'' 2

х
у                  Жауабы: 

21

1
схс

х
у   

з) arctgxу 
''

      Жауабы: y=

2

arctgx (x2-1) - 

2

x ln(1+x2)+c1x+c2    

и)  xeу

x

3cos3 2''
               Жауабы: 

21

2

1

3
9

1
12 схсxCOSеу

х

  

 

2) 0),...,,,(
)()1()(


 nкк

ууyxF ,  у-қатыспаған жағдай      (26)          

zу
к


)(

- ауыстыруы арқылы теңдеудің ретін төмендетуге болады. 

')1(
zу

к



 

.................

")2(
zу

к




 

)1( 


nn
zу  

Мысалы: хуу 
'"

 теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз: 
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Шешімі: zyzу 
"'

,   ауыстыруын енгізсек: xzz 
'

 - сызықтық теңдеу. Бұл теңдеу 

түрін шешуде 
'''

, uvvuzuvz   белгіленуін пайдаланатынбыз;  яғни осы берілгенді сызықтық 

теңдеуге қоямыз: 

xvvuvu

xuvuvvu





)(
''

''

 

1

1

1

'

''

*

)(u                         )(0

сеxedxехе

ev

dxedv

d хdU

хU

Udx
v

dv

dxхеdudx
v

dv

dx
е

х
du

v

dx
v

dx

dv

хе
dx

du
vv

бxvаvv

хххх

ч

ч

х

х

х































 

 

Демек z=uv болғандықтан, әрі 
'

yz   екенін ескерсек: 

хххххх
есхесехесехеу

111

'
1))1(()( 


 

у-ті табу үшін екі бөлігін де интегралдау қажет: 

21

2

1

2
)1( сесх

х
dxесху

хх
   

Жауабы: 
21

2

2
сесх

х
у

х
  

 

3.1.3 Аудиториялық жұмыстар 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңдар: 

а) xy=y         Жауабы: y=c1x2+c2         

ә) y= y+x      Жауабы: y=c1ex+c2-x-
2

x
 

б) y=
x

y 
+x      Жауабы: y=

3

1
x3+c1x2+c2 

в) (1+x2) y+( y)2+1=0    Жауабы: y=(1+c1
2)lnx+c1- c1x+c2 

г) xy= yln
x

y 
               Жауабы: y=(c1x-c1

2)e
1

С

х

1



  +c2 

 

3.1.8 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген теңдеулердің жалпы немесе дербес 

шешімдерін табыңдар: 
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х

у
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




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


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х

у
ухуз
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х
х

у
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уухуухуд











'''

'

'''

2'''2

'

''

'3''''

)

ln)

01)()1()

)

0)1(,1)1(,)()
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3)  f(y,y′,y′′,...,y(n))=0 ,                                                                               (27)  

x- қатыспаған жағдай 

у′=z  ауыстыруын енгіземіз, келесі туындылардың табылу реті: 

у′′=z′= 
dy

dz
z

dz

dz
у

dx

dy

dy

dz

d уdx

d уdz

dx

dz


'

:

:
 

))((
2

2

2

'''

dy

dz

yd

zd
zzу  т.с.с. жалғасады. 

Мысалы: 02)(
''2'
 ууу     теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешімі:  
''''

, zzyzу     ауыстыруын берілген теңдікке қойсақ: 

2

2

2'

'2

2
*2

2

02

уz

dy
z

dy

dz
уz

zуzz

уzzz







 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.9 Аудиториялық жұмыстар 

 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңыз: 

а) (y)2= y     Жауабы:  y=
12

1
(x+c1)3+c2 

ә) 1+( y)2=2y y    Жауабы:  (x+c2)2=4c1(y-c1) 

б) (y)2+2y y=0    Жауабы:  y=c1(x+c2)  

в)  a2 y-y=0    Жауабы:  y=c1e +c2e  

г)  y=
y4

1
     Жауабы:  x=

3

4
(y -2c1) cy  1 +c2 

д)  yy+(y)2=1    Жауабы:  (x+c2)2-y2=c1 

е)  yy=(y)2    Жауабы:  y=c1ec2x  

ж) y(1-lny) y+(1+lny)( y)2=0  Жауабы:  (x+c2)lny=x+c1 

 

 

 

  3

2

2

3

2

2

3

2

1

21

2

3

21

2

3

1

2

1

2

1

2

1

1

2

1

1

2

1

1

1

2

3

2

3

3

2

*

,

lnln
2

1
ln

2

cxcy

cхcy

cxcy

cxcy

dxcdyy

y

dx
yc

dx

dy

ycy

yzycz

cyz

y

yd

z

dz





























 

 








екенін ескерсек 

- ізделінді жалпы шешімі 
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з)   2yy-3(y)2=4y2   Жауабы:  ycos2(x+c1)=c2 

 

3.1.10 Дербес үй жұмыстары 

 

 Берілген теңдеулердің жалпы/ дербес шешімдерін табыңыз 

                  

y

yè

yyyyç

y
y

yæ

yyyå

yyyä

4

1
)

4)(32)

0)(
1

2
)

1)()

0)(2)32()

22

2

2

2














 

 
 

yyyyxF
n

.0),,,,,()4            (28) 

у, у′, у″, ... туындыларына  қарағанда  біртекті теңдеу берілген жағдайда уу′=р, (у′)2=р, ху′=р,  p
y

y



  

ауыстыруларының көмегімен теңдеуді ықшамды түрге келтіруге тырысу қажет. Мұндай жағдайда 

қарапайым түрлендірулер жасап толық туынды болатындығына көз жеткізуіміз қажет. 

Мысалы: уу″-(у′)2=0 теңдеудің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешімі: у2-қа бөлсек 

2111
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2

2

2
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0

,

0

cxcydxc
y

dy
c

ydx
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c
y

y
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




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

 























 




 

 

Жауабы: 21
cxc

ey


 - жалпы теңдеуі. 

 

3.1.11 Аудиториялық жұмыстар 

Келесі теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз. 

                 Жауабы: y2=c1x4+c2 

                 Жауабы: y=lnc1xc1/c2-xc1       

                 Жауабы: y=√1/3x3+c1x+c2 

 

Жауабы: y=c1x+c2/x 

            

Жауабы: y=c1xec2/x 

  

   д)  yy"=y'(2√yy'-y')                     Жауабы: ln|y+c1|+c1/y+c1=x+c2 

 

3.1.8 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген бастапқы шарт бойынша дербес шешімін табыңыз: 

а) yxxy  2)1(
2

  1
0


x
y  3

0


x
y  Жауабы: 13

3
 xxy  

ә) 0)(
2

 yyxyx     2
2


x
y   1

2


x
y  Жауабы:  

4
ln2

2
x

x   

б) 
y

x

x

y
y







2

 0
2


x
y  4

2

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y  Жауабы: 

5
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2

5

2 2
 xxy  
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yyyyyã
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yyyyyy
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2
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в) 
2

32 yy   1
2


x
y  1

2


x
y   Жауабы:  

2
)4(

4




x
y  

г) ;)()(
32

yyyy    1
1


x
y  1

1


x
y   Жауабы:  )ln(2 yxy    

д) ;1
3

yy  1
1


x
y  0

1


x
y   Жауабы:  

2
2 xxy   

е) ;1
34

 yyy 2
0


x
y  

2

2

0


x
y           Жауабы:  

x
ey

2
1   

ж) 
y

ey
2

  0
0


x
y  1

0


x
y           Жауабы:  xy  1ln  

з) )1()(  yyy  2
1


x
y  1

1


x
y           Жауабы: 

x

x
y

1
  

и) 
34

)( yxyyx   1
1


x
y  1

1


x
y           Жауабы:  xy    uxy   ауыстыруын   

                     енгізіңіз 

к) 1 yyxy  1
0


x
y  0

0


x
y           Жауабы:  

1
2

1 2

2



x

ey  

 

 

3.2 Жоғарғы ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулер 

Мысалы: y=ce3x+c2e-3x функциясы 02  уу  теңдеуінің жалпы шешімі болатынын 

көрсетіңіз. 

х

х

есу

есу

3

11

3

11

3

3






 
х

х

есу

есу

3

12

3

12

3

3








 










0633

33

),(
33

33

21 хх

хх

ее

ее
уyW берілген функция теңдеудің жалпы шешімі 

Егер  0)()(
21

 ухаухау   теңдігі және 

           )()(
2211

хусхусу          жалпы шешімі делінсе, мұндағы  у1(х) белгілі болса, онда 





)(

)(

)()(
2

1

1

12

ху

dxхае

хуху                                                                       (34) 

түрінде анықталады. 

Мысалы:  

х

Cosx
ctgx

х

Sinx
dx

xSin

хх

х

Sinx
x

xSin

ех

х

Sinx
dx

х

xSin

е

х

Sinx
ху

х

Sinx
хуу

х
у

x
dx

х












 

)()(

)(,0
2

2

22

2

ln2

2

2

2

2

1

2

 

Жауабы: 
х

Cosx
с

х

Sinx
су

21
    жалпы шешімі. 

  

 

3.3 Жоғарғы ретті біртекті тұрақты коэффиценті сызықтық  

       дифференциалдық теңдеулер 

Мысалы  
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2,1

0)2)(1(

023

023

21

2









кк

кк

кк

ууу

 

хх

хх

есесу

еуеу

2

210

2

21
,




 

1) Түбірлері к1= к2…= кm=к-еселі нақты сандар болса 

у=(c1+c2x+…+cmxm-1)ek                                                                                                                    (38) 

Мысалы:  

х

ехссу

кк

D

кк

ууу

3

1

21

21

2

)(

3

1

09*436

0169

069











  

3) Сипаттама теңдеулердің кешенді түбірлері болса  ,  онда   

     

             (39) 

 

Мысалы: 

)sincos(

6
2

212

437*4144

03712

037'12''

21

6

2,1

xCxCey

i
i

k

D

kk

yyy

x

n
















 

Мысалы:  y1v+10y′+9y=0,  y(0)=1,  y′(0)=3, у′′(0)=-9,   y′′(0)=-27 Коши есебін шешіңіз 

Шешімі:   

к4+10к2+9=0 →     к4=a2,   к2=a  →   а2+10a+9=0 

D=100-4*9=64 

 а1,2= ;
2

810 

xCxCxCxCy

xCxCxCxCy

xCxCxCxCy

xCxCxCxCxcxCexCxCey

iia

a

iia

a

aa

xx

cossin3cos273sin27'''

sincos3sin93cos9''

cossin3cos33sin3'

sincos3sin3cos)sincos()3sin3cos(

1,00

1

3,0303

9

9,1

4321

4321

4321

432143

0

21

0

4,3

2

2,1

2

21























Бастапқы шарттарды қолданамыз: 

1=C1+C3                                          C4=0 

3=3C2+C4                                       C3=0 

i

i

к

к

,22,3

,112,1

4









);sincos()sincos(
24231211

21 xCxCxCxCey
xx





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-9=-9C1-C3                                     C1=1 

-27=-27C2-C4                    C2=1 

Жауабы: y=cos3x+sin3x-    дербес шешімі. 

 

3.3.1 Аудиториялық жұмыстар 

 

Берілген теңдеулерінің жалпы шешімін табыңыз. 

а) 02  yyy               Жауабы: 
xx

ececy
2

21


  

ә) 09  yy       Жауабы:  
xx

ececy
3

2

3

1


  

б) 04  yy      Жауабы:  
2

4

1
cecy

x
  

в) 02  yyy      Жауабы:  
xx

ececy
)21(

2

)21(

1


  

г) 0823  yyy       Жауабы:  
x

x
ececy 3

4

2

2

1



  

д) 0 yy        Жауабы:  xcxcy sincos
21

  

 

3.3.2 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген теңдеулерінің жалпы шешімін табыңыз. 

а)  0136  yyy                 Жауабы:  )2sin2cos(
21

3
xcxcey

x



 

ә) 0584  yyy                 Жауабы:  )
2

sincos(
2

2

1

x
ccey

x

x
  

б)  02  yyy       Жауабы: )(
21
xccey

x
  

в)  02520
4

2

2

 x
dt

dx

dt

xd
              Жауабы: 

t
eccx

5,2

21
)(   

г)  015cos15sin22
22

 yyy
oo

   Жауабы: 
x

exccy 4

1

21
)(



  

д)  034  yyy  6
0


x
y  10

0


x
y       Жауабы: 

xx
eey

3
24   

е)  0294  yyy  0
0


x
y  15

0


x
y   Жауабы: xey

x
5sin3

2
  

ж)  044  yyy  2
0


x
y  0

0


x
y         Жауабы: )2(2 xey

x




 

3.4  Жоғарғы ретті біртекті емес тұрақты коэффициентті сызықтық диференциалдық      

теңдеулер 

Мысалы: xyyy
V

cos16''8
'

  теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 

Шешуі: 


 yyy  

 
0168'',

?)1

424'




kkkyky

y

v
 

ik

kk

2

40)4(

2,1

222




 

xyik

xyik

ik

2sin2

2cos2

2

22

11

4,3






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?)2

2sin2cos2sin2cos

2sin2

2cos2

4321

44332211

44

33













y

xxcxxcxcxcy

ycycycycy

xxyik

xxyik

 

xBxAy

xBxAy

kkkkiii

xxf

cossin)'(

sincos

,,,,0

cos)(

4321















 

xBxAy

xBxAy

xBxAy

v

sincos)(

cossin'')'(

sincos')'(

'












 

Осы табылған туындыларды бастапқы берілген теңдікке қоямыз: 

Acosx+Bsinx+8(-Acosx-Bsinx)+16(Acosx+Bsinx)=cosx 

00168

9

1
1168

:sin

:cos





BBBB

AAAA

x

x
 

 

A мен B мәндерін 


y -ны анықтау өрнегіне қоямыз: 

xy cos
9

1




 

Демек, xxxccxxccyyy 2cos
9

1
2sin)(2cos)(

4231




 

 

3.4.1 Аудиториялық жұмыстар 

 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз: 

а) 
x

eyyy 22         Жауабы: 
x

x

x
eececy 

 2

21
 

 

ә) 
x

eyay 
2

             Жауабы: 
1

sincos
221




a

e
axcaxcy

x

 

б) xyyy sin67     Жауабы: 74

cos7sin5

2

6

1

xx
x

x
ececy



  

 

в)  xyyy 2cos
2

17
52      Жауабы: xxxcxcey

x
2sin22cos

2

1
)2sin2cos(

21



 

г)  3296
2

 xxyyy     Жауабы: 
27

11

27

5

9

2
)(

23

21
 xxexccy

x
 

д) xyyy 222         Жауабы: 
1))sincos((

21



xxcxcx

ey  

е) 154  yyy                  Жауабы: 2,0
5

21


 xx
ececy  

Жауабы:у=е
х

(С 1 +C 2 x-ln 1
2
х +x arctgx) ж) у

"

-2у
'

+у=                                                           

 

демек кесте бойынша: 

1
2
х

е
х
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3.4.2 Дербес үй жұмыстары 

 

Егер )( xf  функциясы берілсе, онда берілген теңдеулердің жалпы шешімін анықтаңыз. 

1.  )(23" xfyyy  , мұнда )( xf  келесі функциялар түрінде берілген: 

а) 
x

e


10   

ә) 
x

e
2

3   

б) xsin2   

в) 302
3
x   

г) 
2

cos2
x

e
x

  

д) 1
2


 x

ex   

е) )43( xe
x

   

ж) xx 2sin53    

з) 
xx

ee
2

2


   

и) xx 2sinsin   

к) shx  

Жауабы: ,
2

21
yececy

xx
  мұнда y  тең:  

а)
x

e


3

5
 

ә) 
x

xe
2

3  

 

 

 

в) 

4

15

2

21

2

9 23
 xxx  

г)











2
sin2

2
cos

5

8 xx
e

x
      

 

д)
x

ex
2

12

1

4

5

2

1 
   

е) )2(
2

xxe
x

   

ж) )2sin2cos39(
4

1

2

3
xxx       

з)
xx

exe
2

12

1
2


       

и) xxxx 3sin
260

9
3cos

260

7
sin

20

3
cos

20

1
    

к)
xx

xee
2

1

12

1



 

 

2. )(5"2 xfyy  , егер )( xf  тең: 

а) 125
2

 xx   

ә) 
x

e   

б) xcos29    

в) x
2

cos   

г) xe
x

5,2sin251,0
5,2




  

д) xx sin29   

е) xex
x

cos100 


 

ж) 3сh x
2

5
 

 

Жауабы: yeccy
x




2

5

21
, мұнда y  тең: 

а) xxx
25

7

5

3

3

1 23
    

ә)
x

e
7

1
   

б) xx cos2sin5    

   в) xxx 2cos
41

1
2sin

104

5

10

1
  

 

г)
x

xexx
5,2

02,05,2sin5,2cos


    

д) xxxx sin)
29

185
2(cos)

29

16
2(   

е)  xxxxe
x

cos)120(sin)1810( 


   

ж) )
5

1
(

10

3
2

5

2

5
xx

xee




3.  y
"

-4y
'

+4y=f(x), егер f(x) тең: 

а) 1 

ә) e
x

 

б) 3e
x2

 

в) 2(sin2x+x) 

г)  sinxcos2x 

д) sin
3

x 

е) 8(x
2

+e
x2

+sin2x) 

ж) sh2x 

з) shx+sinx 

и) e
x

-sh(x-1)  

 

xxá sin
5

1
cos

3

5
) 
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Жауабы: y=e
x2

(C 1 +C 2 x)+ y , мұнда y тең: 

а) 4

1

 

ә) 9

1

e
x

 

б) 2

3

x
2

e
x2

 

в) 4

1

cos2x+ 2

1

x+ 2

1

 

г) 169

1

( 2

5

sin3x+6cos3x)- 50

1

(3sinx+4cosx) 

д) 100

3

(3sinx+4cosx)+ 676

1

(5sin3x-12cos3x) 

е) 2x
2

+4x+3+4x
2

e
х2

+cos2x 

ж) 4

1

(x
2

e
х2

 - 8

1

e
х2

) 

з) 2

1

(e
х

 - 9

1

e
х

)+ 25

1

(3sinx+4cosx) 

    и) e
х

- 2

1

e
1х

+ 18

1

e
х1

 

 

4.  y
"

+y=f(x), егер f(x) тең: 

а) 2х
3

-x+2 

ә) –8cos3x 

б) cosx 

в) sinx-2e
х

 

г) cosx2x  

д) 24sin
4

x 

е)  chx 

Жауабы:   y=С1COSx+ С2sinx+ y ,  мұнда  у   тең: 

а) 2х
3

-13х+2 

ә) cos 3x 

б) 2

1

x sinx 

в) - 2

1

x cosx-e
х

 

г) 4

1

( x sinx- 4

1

 cos3x )  

д)  9+4cos2x-0,2cos4x 

е) 0,5chx 

ж) 0,5+0,1ch2x

 

5.  5у
"

-6у
'

+5у=f(x), егер  f(x) тең: 

а) 5е 5
3 х

 

ә) sin 5

4

x 

 

б) e
х2

+2x
3

-x+2 

 

в) e 5
3 х

cosx 

 

г) e 5
3 х

sin 5

4

x 

д) 13e
х

chx 

5. Жауабы:  у=е 5
3 х

(С 1 cos 5

4

x+C 2 sin 5

4

x)+y ,   мұнда   y тең: 

а) 16

25

е 5
3 х

 

ә) 219

15

sin 5

4

x+ 219

40

cos 5

4

x  

б) 13

1

e
х2

+ 5

1

(2x
3

+ 5

36

x
2

+ 25

107

x- 125

1118

) 

в) - 9

5

cosx e
5

3 х

 

г) - 8
1

x e
5

3 х

 cos 5

4

x 

д) 0,5e
х2

+1,3 
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3.5 Жоғарғы ретті біртекті емес тұрақты коэффициентті теңдеулерді шешудің Лагранж әдісі 

Мысалы : YІІ+У=-ctg 
2

х 

Шешімі :YІІ+У=0=>K2 +1=0=>K2=-1, К1,2=±i 

                .1,00   i
i

  

Кесте бойынша шешімін іздейміз. 

Y=C1cos х+C2sinх   теңдеудің жалпы шешімі . 

Y =C1(X)cos х +C2(X)sinх       

С1(Х),С2(Х)-? 



























XSIN

XCOS
XCOSCCOSXSINXC

COSXSINXCSINXCOSXC

COSX

SINX

XCTGCOSXCSINXC

SINXXCCOSXXC

ІІ

ІІ

ІІ

ІІ

2

3

2

21

21

2

21

21

*

**

.....

)(

0)()(

=>C2
І(SIN2X+COS2X)=

XSIN

XCOS

2

3

  

C2
І=

XSIN

XCOS

2

3

  

C2= 


   
XSIN

SINXd
SINXd

XSIN

SINXdXSIN
dx

XSIN

COSXXCOS
dx

XSIN

XCOS

22

2

2

2

2

3
)(

)(
)()1(*

 

.
1

A
SINX

SINX   

 









xxctqxCxC

xxCxC

II

II

sin/coscos

cos/0sincos

2
2

2
1

21

  












x

x
xxCxC

xxCxC
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C1 мен С2 мәндерін (x) өрнегіне қойсақ 

y=[ln Bx
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] xA
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Жауабы: y=
2

lncos2sincos
x

tqxxAxB   

 

3.5.1 Аудиториялық жұмыстар 

 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз. 

а)    y"'-4y"+5y'-2y=2x+3      Жауабы:  y=(C1+C2x)ex+C3e2x-x-4. 

ә)   y"'-3y'+2y=e-x(4x2+4x-10)       Жауабы:  y=(C1+C2x)ex+C3e-2x+(x2+x-1)e-x 

б)   yIV+8y"+16y=cos x                 Жауабы:y=(C1+C2x)cos2x+(C3+C4x)sin2x+ 

                                                                           +1/9cos x  

в) yIV+2 2y "+ 4y=cos x      Жауабы: y=(C1+C2x)cosx+(C3+C4x)sinx- 

                                                                            -x2cos x/ 82             

                                                                  

г)  yV+y"'=x2 –1                       Жауабы: y=1/60x5–1/2 x3+C1 x2+C2 x+C3+C4cos x+              

                                                                           +C5 sin x  

д) yIV-y=xex  + cos x          Жауабы: y=C1ex+C2e-x+C3sinx+C4cos x+x2-3x/8*  
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                                                                        *ex-1/4 x sin x  

 

3.5.2 Дербес үй жұмыстары 

 

Берілген теңдеулердің жалпы шешімін табыңыз. 

а) yIV-2y"+y=8(ex + e-x)+ 4(sin x +cos x )  Жауабы:  y=(C1 +C2 x+x2)ex +(C3+ 

                                                +C4x+x2 )e-x +sin x +cos x  

ә) y"'+2y"+y'+2e-2x  =0;y|x=0=2,y'|x=0=1,y"|x=0=1 Жауабы:  y=4-3e-x +e-2x   

б)     y"'-y'=3 (2-x);y|x=0=y'|x=0=y"|x=0=1       Жауабы:   y=ex +x3  

в)   Эйлер теңдеуін шешіңіз    x3y"'+xy'-y=0   Жауабы:  y=x(C1+C2ln|x| +C3ln 2|x|) 
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